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MINI-OLYMPIADES 8 AVRIL 2007
(5 heures)

Exercice A 1 (Olympiades Singapour 2004- 20 points)

Déterminer toutes les fonctions numériques f définies sur R vérifiant :
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TC : 1 heure 30
Exercice A 2 (Ukraine 1997 – 20 points)

Déterminer toutes les fonctions 
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 telles que, pour tout x on a :
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TC : 1 heure 30
Exercice A 3 (Olympiades Africaines 2005 – 20 points)

Soient 
[image: image4.wmf]c

et

b

a

,

,

 trois réels strictement positifs.  Monter que :
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BONNE CHANCE !!!!!!!!!!!!
Correction (Mini-Olympiades 8 avril 2007)
Exo A1

Exercice A 1 (Olympiades Singapour 2004- 20 points)

Déterminer toutes les fonctions numériques f définies sur R vérifiant :
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Solution

· Faisons le changement de variable suivant :
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L’équation fonctionnelle devient :
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· Séparons les variables a et b. On obtient :
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· Si 
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On établit dans l’équation fonctionnelle que pour tout y :
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· Si a et b sont différents de 0, on obtient :
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une constante.
On en déduit que si  f(x) existe, alors elle est nécessairement de la forme 
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 est bien solution. CQFD

Exercice A 2 (Ukraine 1997 – 20 points)

Déterminer toutes les fonctions 
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Solution

· On montre par récurrence que 
[image: image17.wmf]k

x

f

k

x

f

+

=

+

)

(

)

(

 pour tout 
[image: image18.wmf]N

k

Î

.

· Soit p, q dans N*. Posons 
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On obtient 
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· La deuxième condition sur f donne :
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· Le résultat de la récurrence donne :
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· La seconde condition permet encore d’écrire :
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Enfin, on en déduit que :
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Donc si f existe dans Q, elle est nécessairement la fonction Identité. On vérifie aisément que la fonction Identité est bien solution du problème. CQFD.

Exercice A 3 (Olympiades Africaines 2005 – 20 points)

Soient 
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et

b

a
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,

 trois réels strictement positifs.  Monter que :
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Solution

· On pour les inégalités suivantes connues :
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L’inégalité de Cauchy-Schwartz énonce que :
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Elle permet donc d’établir que :
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Et comme il s’agit de nombres positifs, le sens de l’inégalité se maintient sans le carré.

Donc :
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 CQFD.
· Par ailleurs,
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On sait que pour 
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Donc 
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D’où
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CQFD.
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