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Exercice 1
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Solution Proposée

Pour monter que OP = CM, il suffit de montrer que OM = NP.  Pour le faire, il suffit de monter que les triangles rectangles IMO et INP sont identiques en angles et en longueurs en considérant I comme l’intersection de (ON) et de (MP).

En effet, si on pose 
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 alors 
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 car le triangle CNO est isocèle en O.

Donc 
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Et 
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En considérant le triangle INP, on établit que 
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En outre, dans le triangle MNI, on a 
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 donc le triangle est isocèle en I donc MI = NI.

Nous avons établit que les triangles rectangles IMO (rectangle en M) et INP (rectangle en N) ont leurs autres angles égaux. D’ailleurs l’égalité évidente des angles en I eut suffit pour affirmer celle en P et O !!!!. En outre, qu’ils ont deux côtés droits égaux. Cela suffit à affirmer que les autres côtés sont égaux.

Dans en considérant les triangles rectangles MOC et ONP, on a : ON= OC et OM= NP donc CM = OP. cqfd. 

Exercice 2

Soient ABC un triangle équilatéral, G son centre de gravité et M un point intérieur au triangle. Soit O le milieu du segment
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MG

. On considère les trois segments contenant M parallèles à un côté du triangle et dont les extrémités appartiennent aux deux autres côtés. 

a) Montrer que le point O est équidistant des milieux de ces trois segments. 

b) Montrer que les milieux des trois segments sont les sommets d'un triangle équilatéral. 

Solution proposée
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Exercice  3

Soit ABC un triangle. On note Δ la bissectrice intérieure issue de A. Soient P et Q les projetés orthogonaux de B et C sur Δ. Soit R le point tel que
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 soit parallèle à 
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soit parallèle à
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. Montrer que 
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 est la symédiane issue de A, c'est-à-dire la droite symétrique par rapport à Δ de la médiane issue de A du triangle ABC. 
Solution proposée
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� EMBED Equation.3  ���























Désignons par :


E et F les points d’intersections respectifs de la parallèle à (BC) passant par M et des droites respectives (AB) et (AC) ;


K et L les points d’intersections respectifs de la parallèle à (AB) passant par M et des droites respectives (AC) et (BC) ;


I et J les points d’intersections respectifs de la parallèle à (AC) passant par M et des droites respectives (BC) et (AB) .





a- ) Montrons que O est équidistant des milieux des segments � EMBED Equation.3  ���.





Soient P , Q , R les points d’intersections respectifs des droites (AG) et (EF) , (CG) et (KL) , (BG) et (IJ).


ABC étant un triangle équilatéral, (AG) est la médiatrice de � EMBED Equation.3  ���. Et comme (EF) est parallèle à (BC) alors P est milieu de � EMBED Equation.3  ���.


De même Q est milieu de � EMBED Equation.3  ��� et R milieu de � EMBED Equation.3  ���.


Les triangles GMP , GMQ et GMR sont rectangles respectivement en P , Q et R ; donc les points G , M , P , Q et R appartiennent au cercle (C) de diamètre � EMBED Equation.3  ��� ; c’est-à-dire au cercle de centre O. D’où OP = OQ = OR = OM.





b-) Montrons que le triangle PQR est équilatéral





Le triangle BGC est isocèle en G. On a mesPGC = mesPGQ = 60°.


Dans le cercle (C), les angles PGQ et PRQ interceptent le même arc PQ ; donc mesPGQ = mesPRQ = 60°.


Le triangle CGA est isocèle en G. On a mesRGC = mesRGQ = 60°.


Dans le cercle (C), les angles RGQ et RPQ interceptent le même arc RQ ; donc mesRGQ = mesRPQ = 60°.


Enfin dans le triangle PQR, on déduit que mesPQR = 60°. D’où PQR est équilatéral.








Notons � EMBED Equation.3  ��� le milieu de � EMBED Equation.3  ���


L idée de la démonstration est de montrer que l’image de � EMBED Equation.3  ��� par la symétrie orthogonale d’axe � EMBED Equation.3  ���  est R. D’emblée, remarquons que� EMBED Equation.3  ��� car� EMBED Equation.3  ��� est la bissectrice de l’angle� EMBED Equation.3  ���. Par conséquent  � EMBED Equation.3  ��� et � EMBED Equation.3  ��� car  B et C appartiennent respectivement à� EMBED Equation.3  ���. Ce qui justifie la figure ci-dessus.


On a donc� EMBED Equation.3  ���.


Montrons maintenant que R milieu de � EMBED Equation.3  ���


Considérons d abord le triangle � EMBED Equation.3  ��� 


On sait que P milieu de� EMBED Equation.3  ��� car� EMBED Equation.3  ���.


 D’après le théorème de  la droite des milieux ; comme� EMBED Equation.3  ��� 


est parallèle à� EMBED Equation.3  ��� alors� EMBED Equation.3  ��� passe par le milieu  de � EMBED Equation.3  ���.


 En considérant enfin le triangle � EMBED Equation.3  ��� et en faisant le même raisonnement que précédemment on a � EMBED Equation.3  ��� passe par le  milieu de� EMBED Equation.3  ���.


Et comme R est l’unique point d intersection alors R est le milieu de � EMBED Equation.3  ���


Ce qui montre que � EMBED Equation.3  ��� car le symétrique du milieu d un segment par rapport à une droite est le milieu du  symétrique  de ce segment d’ou  � EMBED Equation.3  ���








Soit [AB] et [CD] deux diamètres perpendiculaires d’un cercle de centre O. On considère un point M sur le segment [AB], distinct de A et B. La droite (CM) recoupe le cercle en N. La tangente en N au cercle et la perpendiculaire en M à (AB) se coupent en P. Montrer que OP=CM.
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